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на функција 


Поим за извод и негово толкување 
Се дефинира извод на функција и се даваат неколку негови толкувања 
како во геометријата, физиката и хемијата. 


Поим за извод и негово толкување 


Нека функцијата у -- Ј (2) е дефинирана на интервалот (а,б) и 
непрекината во околина на точката 20 С (а,Џ). Нека аргументот 0 добие 
нараснување „Аг такво што го -- Аа с (а,Џ). Вредноста „2 се нарекува 
нараснување на аргументот, а разликата од вредностите на функцијата 
Ду-- Ј(ао - Аа) -- Ј(2о) се нарекува нараснување на функцијата. 


Количникот 
Едиацоп: 


Ау Ј(фо Е Аа) - Ј(фо) 


Аг Аг 


се нарекува релативно нараснување на функцијата во точката 0 и тоа 
е нагибот на функцијата. Кога „аз - Ои Ду -- 0, граничната вредност 


А : 
ОД НИВНИОТ КОЛИЧНИК та е количник на две бескрајно мали величини. 
Поимот за извод се дава со следната 


Дефиниција. 


Нека функцијата у -- Ј () е непрекината во околината И (20,42). Ако 


1 РА! 
постои конечна гранична вредност Шпа оо таа се нарекува извод на 
АЖг-.0 


функцијата чу -- (2) во точката г -- го и се означува со 
Едиацоп: 


на Чир Лео Аа) - Јо 
Да-0 „2 Да-0 Аг 


ј (Фо). 


Во граничниот процес со кој се дефинира изводот не е важно дали 
нараснувањето на аргументот се врши преку негово позитивно или 
негативно нараснување. Операцијата барање на извод на функција се 
нарекува диференцирање на функцијата. 


Изводот на функцијата у -- Ј (2) се означува со некоја од ознаките: 
" ? ѓ 4 4 а " 
и ОЈ ае) аке 


Бидејки изводот во точката го се дефинира преку гранична вредност, се 
дефинира лев и десен извод. 


Дефиниција. 
Лев извод на функцијата чу -- ј(С) во точката го е 


ао БЕ ЕЦ Ш 7 (то) 


а десен извод е 


Кала а) е" 
Јаде Ј(Фо) 


Ако во точката г0 левиот и десниот извод на функцијата ј(г) се еднакви, 
тогаш функцијата има извод во таа точка и 


И 


ј (во) -- Ге(фо) с- Ј (во) 


Преку пример ќе покажеме како се пресметува изводот на функција по 
дефиниција. 


Ехатр/е: 

Пример 1. 

Да се определи изводот на функцијата у -- г“ -- Зх во произволна точка 
Си 


РЕШЕНИЕ: 
Се поаѓа од дефиницијата за извод во произволна точка г 


; Ј(еКАх)-Јб) 4: (1-Да)?- З(е-Ах)-аѓтак 
До ИЦ еее дај г тДЦИО е а иот е тео Со 
: охДх- ЗДхеДа“ нет Да(дх-3Ах) 4. Ге уне ка 
Јарец - ја еди - јак 8 Да) - а 


Како што се гледа од наведениот пример, изводот на функција во општ 
случај е пак функција од истата променлива, а ако променливата има 
конкретна бројна вредност и изводот ќе има конкретна бројна вредност. 
Така на пример, изводот на оваа функција во точката 2 -- 3 ќе има 
нрецностиј ие ое Он оа 


Бидејќи изводот се дефинира преку граничен процес, следува дека 
функцијата ќе нема извод во точка во која таа е прекината. 


Ако функцијата има извод во точка, таа ќе биде непрекината во истата 
точка. 


Ехатр/е: 

Пример 2. 

Да се определи изводот на функцијата у -- 4/2 -Е 1 во точката г -- --1. 
РЕШЕНИЕ: 

Оваа функција е дефинирана во точката г -- --1 и у(--1) -- 0,нонее 
непрекината во оваа точка (не постои лева граница). Најпрво ќе го 
бараме по дефиниција изводот во произволна точка, а потоа во ќе го 
пресметаме изводот во бараната точка. Од дефиницијата за извод се 
добива 


; во ЈеДАа)-јС) „е ЕАе)1- ои. 
Ца НЕ а ЗА, а 
ет М(еРАв)Т-МЕЕТ Деј Ема и 
ДАа-50 Аа "Јетлајт аа) ТЕАИжЕТ 
(е--Аа)ч1-- (ф-Е1) мла АМ 


Беа Де / СЗ то Да Де етДе) Ема 
1 


И ца ЕИКа ЕЗ  СИИ Рита се пан КО 
Да Да) мат 2 


Изводот во точката 2 -- --1 не постои, бидејќи за таа вредност изводот е 
бесконечен (именителот е нула), а и функцијата е прекината во истата 
точка. 


Диференцијабилност во точка и интевал 


Постоењето на извод во дадена точка означува дека функцијата е 
диференцијабилна во таа точка. За функција која нема извод во дадена 
точка се вели дека не е диференцијабилна во точката. 


Ако функција е диференцијабилна во секоја точка од даден интервал, за 
функцијата се вели дека е диференцијабилна на интервалот. 


Изводот на функција може да има различни толкувања во зависност од 
видот на проблемот што се разгледува. Ќе наведеме неколку толкувања 
на изводот во различни области. 


Геометриско толкување на изводот 


Нека функцијата у -- Ј (2) се разледува во координатен ситем хОу во кој 
таа е претставена со нејзиниот график. На кривата се разгледуваат две 
блиски точки А(20,Ј(2о)) и В(фо -- Аа, (то -- Ах)). Правата која ги 
сврзува овие точки се нарекува секанта и на Слика 1 е означена со 8. 
Кога точката В се движи по кривата кон точката 4, тогаш „2 -би 

Ду - 0. Во граничен случај секантата ќе премине во тангента ѓ на 
кривата во точката А. 


Дефиниција. 
Граничната вредност 


: Г(го--Ажх)-- Ј(со) 


ре оц Ц усни Ш 
Аа--0 Аа Ди ќе сво, 


е изводот / (го) и тој е еднаков со коефициент на правецот на 
тангентата на кривата у -- Ј(г) во точката А(20,Ј (Со)), односно 
изводот е тангенс од аголот што тангентата на кривата во дадената точка 
го зафаќа со позитивната насока на г --оската (Слика 1). 


Ова значи дека коефициентот на правецот на тангентата ХК во точката го е 


"Кој (во) - ва." 


В(е Ах, Ау) 


Геометриско толкување на изводот 


Кинематичко толкување на изводот 


Нека М е материјална точка која се движи по одредена патека. Ако 
движењето е рамномерно и ако за време ќ таа изминува пат 5, количникот 
“- ја претставува брзината на движење на материјалната точка. Ако пак 


движењето е нерамномерно, во различен момент материјалната точка се 
движи со различна брзина. Нека се разгледува движењето на точката М 
во момент ќ0. За време „ДЕ материјалната точка ќе измине пат 

з(ќбо -Е ДЕ) -- 8(Ео), а количникот 


Едиацоп: 


8(ќо -Е ДЕ) -- (бо) 
ЛЕ 


се нарекува средна брзина на движење на материјалната точка М во 
моментот 70. 


Дефиниција. 


Граничната вредност 
Едчацоп: 


. 8(бо -Е ДЕ) -- 8(ќо) 
Ша ----- Ско со 
ДЕ0 ДЕ 


“ќо) 


е брзина на движење на материјалната точка М во моментот ѓ0. 


Бидејќи и брзината е променлив процес, нејзиниот извод ја изразува 
промената на брзината која се нарекува забрзување. Поимот за брзина не 
се врзува само со движење на материјална точка, туку тој ја означува 
брзината со која се менува било кој променлив процес. 


Концентрација на раствор - едно толкување на изводот во хемијата 


Нека е даден сад со определено количество вода и нека во садот се стави 
некое количество сол. После некое време солта ќе се раствори и водата 
во садот ќе стане солена. Ако волуменот на водата во садоте И, а 
количеството на растворена сол е С), јасно е дека 


д-Ди)ј“ 


Нека со ДИ се означи мала (единечна) промена на волуменот на водата а 
со „ДДС) се означи промената на количеството растворена сол. 


Количникот 
Едиацоп: 


ФО ЈИчДди)- ЈУ) 
лу АЈ 


претставува количество растворена сол во единечен (мал) волумен ДИ и 
се нарекува средна концентрација на растворот во волуменот ДИ. 


Дефиниција. 


Граничната вредност 
Едиацоп: 


КРЕНАИЈ СОЦИ ана 


се нарекува концентрација на растворот во определен волумен. 


Ова значи дека изводот на количеството растворена сол по волуменот на 
вода во која се раствора е концентрација на растворот. 


Забелешка. 


Поимот за извод на функција воведен преку преминување на секантата 
во тангента на кривата (геометриско толкување на изводот) е воведен од 
Лајбниц (1646-1716), а независно од него Њутн (1642-1727) го вовел 
изводот како брзина на движење (кинематичко толкување), па затоа 
заедно и Лајбниц и Њутн се сметаат за творци на диференцијалното 
сметање. 


Таблица на изводи од елементарни функции и правила за 
диференцирање 

Се дава таблица на изводи од елементарните функции и основните 
правила за пресметување на извод. 


Таблица на изводи од елементарни функции и правила за 
диференцирање 


Преку дефиницијата на извод, за секој тип елементарна функција може 
да се пресмета изводот. Но пресметувањето на изводот по дефиниција 
значи негово барање преку гранична вредност, што не секогаш е брзи 
лесен начин на пресметување. Затоа за секоја елементарна функција е 
пресметан изводот по дефиниција и се дава таблица на изводи од 
елементарните функции. 


Таблица на изводи од елементарни функции 


у с- сс с- соп5ќ усо 
ус а" у сихе! 
ус е“ у се“ 
усса“ у саѓ"ша 
ус Ша ус И 


у с- с,е с- сопој ус 


у сс чат 1 с- СО 
2 . 
1 с- СО5а у с- -- шта 
Ет е ана! Ена 
у с- (ра НЕ сода 
али ј И рис 1 
И СЕБА НЕА 
ќи . ан аК 
у с- агсоате у ат 
ао ј ЕЈ Ст 1 
у с- атссова ки Па, 
1 
у -- агскра ЦА Ера 
у с- атсскоа Уттта 


Таблични изводи 


Правила за диференцирање 


Најчесто функците за кои се бара да им се определи изводот се 
зададени преку збир (разлика), производ или количник од функции. 
Затоа во вид на теореми со доказ ќе ги прикажеме правилата за 
пресметување на збир (разлика), производ и количник од 
диференцијабилни функции. За таа цел нека се дадени две 
диференцијабилни функции ((г) и д(), што значи дека постојат 
изводите 


Извод од збир на функции 


Теорема 1. 


Да се докаже дека 


е) абе) с- Ј (е) ч- 9 (а). 


дано 
Теоремата ќе се докаже со пресметување на изводот по дефиниција. 
Ако 

у-- Ј(е) Еда), 

тогаш 

Дуг-- Ја Де) -- Ј(т) 3 9ја Е Да) -- д(Ф). 


Пресметувајќи го изводот по дефиниција се добива 


ја Чи ја ене) -Ја) ена) ча) .. 

Да-50 Аа Да-50 Аа 

.-„ Хекда)-је) | џ, 2енда)-еб) ј 
Ди“ де Та“ да ј (е) ко а) 


што значи дека 


Ехатрје: 
Пример 1. 
Да се пресмета изводот на функцијата у -- за ги 4/7. 
ГРЕТИЕЕДИКЕ: 
у (та) ч (ед) (еИ2)“-- 
сов АХ Те 1/2 са 


0 1 
соз - Чх? хр“ 


Извод од производ на функции 


Теорема 2. 


Да се докаже дека 


Ј(е)обе)“-- Ј (е)д(Х) - Ј(а)9 (а). 


тогаш нараснувањето на функцијата е 
Ду Ј(е- Да)д(г - Да) - Ј(е)9(г) 


и додавајќи го и одземајќи го од десната страна изразот 


Ј(е)д( -Е Да) 

се добива 

Ду Ја Да)д(е - Да) - Ј(е)д(г) -- 

ЈЈ(е)д(2 -- Аа) - Ј(а)д(г -- Да) -- 

с- (Ја Да) - Ј(е)|9(е Да) ч Ј(е)|9(г - Да) - д(г)). 


Со примена на дефиницијата за извод на функцијата у -- Ј (2)9(с) се 
добива 


у с- (Ја)д(е)| - 
а Хи. 
ат, Н 
; Ј(е-Аах)-Ј(е) 4: : д(а-Аж)-д(г) 
НЕ ШЕ НАВИЦЕ АС 


ј (2)9(Ф) -- Ј(2)9 (а) 


Ј(е)9бе) -- Ј (е)9бе) -- Ј(е)9 (2). 


Последица. 


је(а)Ј“ с- еј (Ф)е -- сопвк. 


Ехатр!е: 

Пример 2. 

Да се пресмета изводот на функцијата у -- 512 -- а 
РЕШЕНИЕ: 


СНО ШРИ (0 ре нее (Се е е ни ао 


де“. 


Извод од количник на функции 


Теорема 3. 
Да се докаже дека 


| Ја) т.. Ј(а)д(а)- Иа)е (а) 
9(г) 9 () : 


ди-- Хенае)  Ја) . Јекда)ра) Ј(е)д(е Аа) 
Учете) да)  д(етДајја) 


Додавајќи го и одземајќи го од броителот изразот 1 (:)9(2) се добива 


-- ЗЛИ КојннАајЕЛАјај НВО, 
ду ераајоцај Ба 


-. Џатда)- Јо) Је)џ(екАа)- ој) 


д9(а-ЕАх)д(а) 
Пресметувајќи го изводот по дефиниција за функцијата у -- ! бо се 
добива 
то | Јо) | та 
9(г) 


„„. ЈанАа)- Ја) ки ; 
- ДА де Чај 


-- Е 
Диа 9 РАг)д(г) 


9(г- Аа) - д(г) 
Да 


што докажува дека 


| ја) | т.. Ј(а)д(а)- На)д (а) 
9(г) де) ј 


Ехатр!е: 
Пример 3. 
Да се пресмета изводот на функцијата у -- 5. 
РЕШЕНИЕ: 
“(дхд) (а2- ад) 2дхд(а2-а2)"  бхѓ(а2-а2)-2хд(-2х) бхига?- 2хи 


(а ааа соат (аа: 


Извод од сложена, имплицитна и инверзна функција 
Ако функцијата е сложена, или пак таа е во имплицитен облик се дава правила како да се 
пресмета изводот. Исто така се покажува како се пресметува ивод од инверзна функција. 


Извод од сложена, инверзна и имплицитна функција 


Извод од сложена функција 


Нека со функциите у -- Ј(и),(и с РО) ии -- дј(г),(и с Ј(П)) се дефинира сложената функција 
Ециацоп: 


у-- Ји) -- Ј(9(г)),(е с ВР). 


Теорема 


Ако д(г) е диференцијабилна функција во точката Ж, а Ј (и) диференцијабилна функција во 


, 


точката и -- д(),тогаш е диференцијабилна и сложената функција у -- Ј(9(а))иу -- Доби 


Доказ. 

Нараснувањата на функциите се 

Ду Ј(и Ди) - Ј(и),Ди-- дја Ах) - д(а). 
Се формира количникот 


"Ау. Ду Ди Ј(икАи)-Ј(и) де Ах)-д(е) и 
Ду Ди Да Ди Да 3 


а изводот ќе се пресмета преку дефиниција 


Едиацоп: 
; РА Ди) - АЛ) - : : , ; 
РИИ а Ни АВ ИО НОВАК ОЈ 


Оттука следи дека сложената функција у -- Ј(и) -- Ј(9(2)) ќе има извод кој се пресметува со 
Едиацоп: 


ус Ј (9(2))д (Ф) 
ИЛИ накратко 


ШТ со и Е 9. њи 


Ехатр|е: 


ПРИМЕР 1. 

Да се пресмета изводот на функцијата у -- 512. 

РЕШЕНИЕ: 

Функцијата може да се запише како у -- и? каде и -- 51аа.Применувајќи го правилото за извод од 
сложена функција се добива 


АВ аа пола скај 
(је ВАС. сс ФЕН: ЧИ о (ДОЈБИИ: 


Ехатр!е: 
ПРИМЕР 2. 

: го . ја 
Да се пресмета изводот на функцијата чу -- агсот/ тт : 
РЕШЕНИЕ: 


Ова е исто така сложена функција, па изводот е 
/ 


ор т (Ќе) е а пре ШЕ 
Ј-(ЛЕј - 
.. ЗАБ УО Са. 1 


Ух Ме (на) (ја) Ух ај" 


Извод од инверзна функција 


Теорема 


Ако у -- Ј(с) е диференцијабилна функција во точката ти ако Ј (г) 4 0 ,тогаше 
ах. 1 


диференцијабилна и нејзината инверзна функција г -- ј (у) И те Ср. 
ЕЗ 
Доказ. 


За да се пресмета изводот од инверзна функција се поаѓа од релацијата 


"Хи а Да 1 " 
Хг Ду 9 


каде 
"Ду Ј(е- Да)- Ј(е),""Десј ут Ду) - Ју)" 


па горната релација е 


" Ј(а--Аж)- Ја) Е Ги Ау)-- Ју) ани 1 " 
Даг Ду РЕ: 


Барајќи гранична вредност, ако Ј (2) :А 0, се добива 


ИЛИ 
Едиацоп: 


Ј (е) Ј (9) 1 


кое накратко се означува со 


Едиацоп: 
Џемс 1 
или 
Едиацоп: 
х 41 
ата 
ду ЕИ 
Ехатр!е: 
ПРИМЕР 3. 
Да се покаже дека за функцијата у -- Ш(г? -- 1) важи -- - т СЕ 
РЕШЕНИЕ: 
Од у -- (е? -- 1) се определува дека у  -- Си го На 4 


Решавајќи ја равенката ч -- Ш(Ж“ -- 1) по г се добива дека Жг“ -- 1 -- е“, односно г -- меч 1. 
По диференцирање ќа сто 


ем" 
бе 5 Чу ах 
Заменувајќи ги добиените изводи во релацијата ЕИ Еј се добива 
чу , ах ах е7 2х емб?1) 2х “2-1 


зо ит со се 1 
Чх ау 42-1 2/екут Ж2-1 зема 421 ма ТН а 
ШТОИ требаше да се докаже. 


Извод од имплицитна функција 


Нека функцијата у(г) е зададена со имплицитната равенка К(2,у) -- 0 односно Е(з,у(2)) -- О. 
Ако (4,6) е интервал во кој Уг с (4,6) функцијата у(2) е дефинирана и диференцијабилна, 
функцијата Е(з,у(г)) -- 0 е сложена која зависи непосредно од аргументот 2 и посредно од 
функцијата у. Применувајки го правилото за диференцирање на сложена функција се добива 


"|Е(ели(е))“ -- Ф(едџи) -- 0 


ќа Р 2 ка 
каде Фе некоја линеарна функција по у и таа може да се реши по у . 


Ехатр|е: 
ПРИМЕР 4. 


Да се пресмета изводот на имплицитната функција соз(ху) -- го. 
РЕШЕНИЕ: 
Со диференцирање на функцијата соз(ху) -- г и лево и десно од знакот за еднаквост по 
променливата г, водејки сметка дека чу -- (2), се добива 
-(џ ау )ва(ху) -- 1 
и решавајќи ја оваа равенка по изводот се добива 

г Зуумш(ху) 

савиа(ку) 


Логаритамско диференцирање 

Кога функцијата не е во некој од облиците на елементраните функции, 
а таа е од облик во кој и основата и експонентот се функции од 
променливата, таа не е ниту степена ниту експоненцијална функциј и 
затоа таквата функција се логаритмира за да може да се примени 
таблицата од изводи на елементарни фнкции. 


Логаритамско диференцирање 


Функцијата за која се бара да се пресмета изводот може да биде 
задедена и во следниот облик 
Едиабоп: 


ус И (0)943). 


На вака зададената функција не може да се примени ниедно правило за 
пресметување на извод, бидејќи таа не е елементарна функција. Затоа 
функциите од овој облик најпрво се логаритмираат, и потоа тој израз се 


диференцира. 


Така со логаритмирање на левата и десната страна на функцијата 
Едианоп: 


у-- Ја 


се добива 
"ау с- д(е ај (с)." 
Оваа функција е имплицитна, десната страна е запишана во вид на 


производ од функции и може да се диференцира по г: при што се 
добива 


" 1 ес. ќ ШЕ и 
„Ус 9 Ши 9јЈ 


од каде 


Едиабоп: 


ус ОНА го) 


Пример 
Да се пресмета изводот у на функцијата Ж“ -- у“. 


Најпрво дадената функцијата се логаритмира 
Едиабоп: 


ша“ -- Шу“ 


и применувајќи ги правилата за логаритми равенката се запишува со 


ЗУДТ со АЈ"! 
Диференцирајќи ја последната равенка се добива 
Едианоп: 
И Ми 2 
у ша Ј су су 
2 у 
и по множење со ху се добива 
" (хуше - гѓ)у с-хушу-- уѓ" 
од каде се определува изводот 
Едианоп: 
, су --хушу 
“ ШЕ 2 “ 
2“ - хуше 


Извод од параметарска функција 
Се определува извод на функција зададена со параметарски равнки 


Извод од параметарска функција 


Нека со параметарските равенки 
Едиабоп: 


е зададена функцијата чу -- ј(). Директната зависност на функцијата од 
аргументот не е очигледна, а се поставува задача да се пресмета изводот 
на функцијата у -- и по аргументот Ж. За да се пресмета изводот не 
мора по секоја цел функцијата да се доведе во аналитички израз во кој 
ќе се елиминира параметарот ѓ, туку се користат параметарските 
равенки со кои е дефинирана функцијата. 


Ако функциите ф(Е),Џ(Е) се диференцијабилни во некоја област по 
параметарот ѓ, тогаш 
асс о(дидет ас 


ЧЕ чи с- че со ча с- Ц (Е). Овие изводи по параметарот ќ 


накусо се означуваат и со ознаките 


Дх еа чу оса 


Нараснувањата на функцијата и аргументот се 
"До ЕНА - фи Ду МЕ До) - ф(0) 


а нивниот количник е 
Едиабоп: 


Ј(ЕЕДЕ)--Ф( 
ду цатлв-ца “Стто 


Аг ФЕКАВ-фо ЕЕ ј 
ѓ 


Граничната вредност на овој количник е изводот 
Едиабоп: 


мо) фб) ни МеАО смо) 


кава: ја оно савацо АВ“, . ЧИЦЈ И 
Удео Де Део МНАВ-О ој ЗАдО фј) г 
ии Да-0 ќи 


што заначи дека изводот на параметарската функција е 
Едиабоп: 


о Ф 


Ах фо? 


каде 2 -- фи у-- |, се изводите по параметарот ѓ. 


Се забележува дека и изводот на функција задена со параметарски 
равенки е функција по параметарот ѓ. 


Пример 9. 

Да се покаже дека функцијата зададена со параметарските равенки 
ЈНА .  ЗЕдШЕ Ни 22 

Е--тр-Џс- че ја задоволува равенката уу -- 2ху“ - 1, каде 
РессоНЕ 

и Ах 


За да се покаже дека параметарската функција ја задоволува дадената 
равенка во која се јавува и извод, треба да се пресмета изводот и да се 
замени во равенката. Најпрво се пресметуваат изводите по параметарот: 
Едиабоп: 


„ ав-(чтшоа (зата 
ме, ЗОО “Са 


Едиабоп: 


зЕ-(Зч2Ше) (1 аме) 


1 с- тт с- зет анини ; 


Изводот се пресметува како количник на изводите по параметарот 
Едиабоп: 


-- (1ч-21те) 
, и КА ко. фр но 
а фо сии) 
3 
и ако во зададената равенка 
Едиабоп: 
џу ссдку 1 


1-НШЕ -.. 32 ШЕ 


ИС) су с- се добива 


се замени за 2; -- 


" 3З-Е2ШЕ 1-Ние " 
заме -- 2 | 1, 


или после средување 
Едиабоп: 


3 -- 2ШЕ с- 3 -Е 2, 


а добиениот идентитет значи дека равенството е задоволено. 


Диференцијал на функција 

Се дефинира диференцијал на функција и се покажува неговото 
користење за приближно пресметување на функција во околина на 
точка. 


Диференцијал на функција од прв ред 


Поимот диференцијал на функција е непосредно поврзан со поимот 
извод на функција. 


Нека у -- Ј(с) е диференцијабилна функција на интервалот (а,Б). 
Дефиницијата за извод во точката г с (а,б) е 


; А 
а тоа значи дека Ј (г) и ““- се блиски вредности кога АД - 0. Затоа 


може да се напише 
ЈА! ? 
дес Ј (а) 6 
каде што д е мала вредност која зависи од „12 која се запишува со 
д -- 6(Ла)и Џи д(ДАг) с- 0. 
Да-0 
Изразувајќи го нараснувањето „Ду од последното равенство за ка се 
добива 
Ху-ј (е)- Даб Да. 
Производот ј (2) - „Ах е главен линеарен дел на нараснувањето на 


функцијата Ду и се нарекува диференцијал на функцијата и се 
означува со ду. 


Дефиниција. 


За функцијата у -- Ј(Ф): 
1) 4х се нарекува диференцијал на ги важи релацијата „42 -- 4х, 


19 ду се нарекува диференцијал на функцијата г и важи релацијата 


ду ј (как. 


Од дефиницијата се воочува дека диференцијалот на независната 
променлива е еднаков со нејзиното нараснување Р5 -- „Аа -- 4х, 
додека диференцијалот на функцијата е 5В -- Чуи тој е различен од 
нејзиното вистинско нараснување 5О -- Ду -- Ј(а -Е Ах) -- Ј(с), 
односно диференцијалот е еднаков на производот од изводот на 
функцијата и диференцијалот на независната променлива (Сл. 1). 
Геометиски, промената на вредноста на функцијата за мала промена на 
агументот се апроксимира со диференцијалот на функцијата кој го 
претставува нарснувањето по тангентата. 


Сл. 1. Диференцијал 


Правила за пресметување на диференцијалите 


Врз основа на правилата кои важат за изводите, се даваат соодветни 
правила и за диференцијалите: 


1. ако у-- Ј(е) -Е 9д/(2), тогаш фу -- 4Е(х) -- де(2); 
2. акоу-- Ј(2)9(2), тогаш ду -- дј()4Е(х) -- Ј(с)де(г); 
З.ако у-- к- Ј(е),К -- соп, тогаш фу -- КЕ - 4Е(); 
Ја) 


ка -. д(е)дЕ(г)- Ј(т)де(с) 

4. ако“ зг); ТОГаШ ду с ла на) НА |) 
Ехатр!е: 
Пример 1. 
за функцијата функцијата 

соба“ 
Мак 
изводот е 

речи Зхеша-(2х)--Зата“ со бхта- Зета. (2хг--1)вша 

ма 9? Ре 9 Ш За 4 


а диференцијалот е 
ду ЕЕ (2х?--1)вшаа? Ела 


Зх 


Ехатр!е: 

Пример 2. 

за функцијата 1у с- ги да се пресмета: 

а) нараснувањето на функцијата во произволна точка; 
б) нараснувањето во точката г: -- 2,1; 

8) диференцијалот во произволна точка; 

г) диференцијалот во точката 2 -- 2,1. 


Решение: 

а) Нараснувањето на функцијата е 

рес ЕчсАИијЕ саат зи РАКА ене Мир се РАЗДоА АС АЦИ 
б) Нараснувањето во точката г -- 2,1 е 

јо (АЦО соо ОИ ои НО ОЈ 

в) диференцијалот во произволна точка е 

Цу сак“ 24 

г) Диференцијалот во точката г -- 2.Ј е 

Цугес нира 20 есеј 

Од примерот се гледа дека вредностите на Ду -- 0,41 и ду -- 0,4 за 
мали промени на аргументот „12 -- 0,1 се приближно еднакви. 


Примена на првиот диференцијал за приближно пресметување на 
функција 


Геометриски, диференцијалот го претставува нараснувањето 
(промената) на функцијата преку вредноста во тангентата на 
функцијата (Сл. 1). Ако функцијата од точка Р(г,у) премине во блиска 
точка С)(1 -Е Алх,у-Е Ду), каде што „е - 0, промената на функцијата 
Ду може приближно да се претстави со диференцијалот, те. Ду ѓ- ду. 


Затоа за точки за кои нараснувањето е мало („Аг ѓ- 0), односно за 
точки од блиска околина на допирната точка на кривата Ј (2) со 
нејзината тангента, функцијата у -- Ј(С) е многу блиска до нејзината 
тангентата и точката О(г -- Ае,у -Е Ду) може да се апроксимира со 
точката К(е - АЛа,у-Е ду). 


Овој факт ќе се користи за приближно пресметување на вредност на 
функција преку диференцијалот. 


Со Ду-- Ј(е - Да) -- Ј(с) се изразува вистинската промена на 
функцијата кога аргументот ќе се за промени на „Ах. Во случај кога 
Да -у 0 важи приближното равенство 


ЈА! Н 
е Ј (е) 


или 
је Де) - Ј(е) га Ј (е) Де, 
од каде што 

је Де) зз Ј(е) -Г (х) Да 


и заменувајќи за „ -- Јхи ду -- Ѓ (х)дх се добива формулата 
Едианоп: 


(е Аа) га Ј(а) з- 4Е(с) 


која се користи за приближно пресметување вредност на функција во 
точката г -Е „12. Оваа формула искажува дека вредноста на функцијата 
ј(е - Да) во точка г -- Де која е блиска до точката г („42 сг 0), може 
приближно да се пресмета како сума од вредноста Ј(х) и 
диференцијалот на функцијата во таа точка. 


Следат неколку примери со кои се покажува примента на изразот (1) за 
приближно пресметување со помош на диференцијал. 


Ехатр!е: 

Пример 3. 

Со помош на диференцијал приближно да се пресмета вредноста на 
функцијата Ј(2) -- еди) за е -- 0,97, 


Решение: 
Точката г -- 0,97 е блиска до точката г -- 1, бидејќи 0,97 -- 1 -- 0,03 
што значи дека нараснувањето е „12 -- --0,03. Негативниот знак на 


нараснување означува дека точката со нараснување 

х-Де--1-- 0,08 -- 0,97 е лево од точката г -- 1. Ова нараснување 
е многу мало --0,03 с- 0, затоа може да се примени изразот (1) за 
приближно пресметување со помош на диференцијал 

Ј(е-- Аа) ѓг Ј(т)  4Нг), 


и согласно на неа 


ј(0,97) г- Ј(1) -- 4Е(П). 

Ги пресметуваме вредностите на секој собирок од десната страна на 
ова приближно равенство. Првиот собирок е вредноста на функцијата 
во“ - Јитоје 

Ц) со е01-10--1) саде ТС 

додека вториот собирок е диференцијалот кој е 

да) --Ј (ак (1): С-СО03). 

Бидејќи функцијата (1) -- е1“4-г) има извод 

и (рбетен а ОИ бурен неја а а Оцени оо оо ое 
вредноста на изводот во Ж -- Је 

ј (4) -- (01- 02к)едае0-о) |, 1-- -ОЛед-- -01. 

Затоа диференцијалот ќе има вредност 

Се: 7 (А)јах сс Ав - (С-0,03) -- --0,1(--0,03) -- 0,003, 

и оваа вредност проближно ја изразува промената на функцијата. 
Точната вредност на функцијата во точката г -- 0,97 е 

(0,97) -- е0:1-0.97(1-0,97) .. „01.0.0703... „000201. 

што не е баш лесно да се пресмета без некое помошно средство како 
на пример калкулатор, но затоа таа може приближно да се пресмета 


преку диференцијалот преку изразот за приближно пресметување 
ЗА са И а ее ПЕ ОВ ПОАЦОЊЕ 


Ехатр!е: 

Пример 4. 

Со помош на диференцијал приближно да се пресмета 51131“. 
Решение: 

За пресметување на 511314, се зема функцијата Ј (2) с- 12,, каде 
То 300 а Де -- 10. при што нараснувањето е многу мало. Секогаш 
кога се работи со тригонометриски функции, аглите се изразуваат во 
радијански мерки. 

Затоа а -- 309 -- ВД ИС иНи с- Зет СИОТ 

Функцијата која треба приближно да се пресмета е 

50819 -- еш(“ 0,017). 

Се поаѓа од изразот за приближно пресметување со диференцијал 


Ј(е Да) ѓе Јо) з- 4аќ(г), 


кој во овој пример е 

ЗШ си аа БГ ЕЕЗ Су Ежеќој све Јо И 

и (зшаг) -- совг. Пресметувајќи ги вредностите од десната страна на 
последното приближно равенство: 

Бидејки ва(") -- 1 и сов()-0,017 -- 3 0,017 -- 00147 се 
добива дека 

80319 га 1 0,0147 -- 0,5147. 


Равенки на тангента и нормала на крива 
Се користи првиот извод на функција за да се напишат равенките на 
тангентата и нормалата на крива во точка што лежи на кривата. 


Ако функцијата (1) има конечен извод Ј (ло) во точката г -- 20, 
тогаш тангентата на кривата у -- ј (2) во таа точка ќе има коефициент 
на правец (нагиб) 


К-- (а) с- Ј (фо). 
Ова следува од геометриската интерпретација на првиот извод. 
Затоа 


: тангента на крива во точка М(20,у0) која лежи на кривата ќе има 
равенка 


у-- цо К(а -- го), 


" нормала (права нормална на тангентата) на крива во точка 
М (фо,уо) ќе има равенка 


је 


у -- 40 с- оС ње хо). 


Ако пак функцијата 1 (2) во точката 2 -- 20 има бесконечен извод, те. 
ј (фо) с- оо, тогаш тангентата на кривата у -- ј (2) во точката 
М(ао,уо) ќе биде верткалната права 2: -- 20. 


Пример 1. 


Во пресечните точки на правата г -- у -- 1 -- 0 со параболата 
у-- аа -- 4х-Е 5, да се напишат равенките на тангентата и нормалата 
на параболата. 


РЕШЕНИЕ: 


Најпрво се определуваат пресечните точки на правата и параболата: 


1 чад -- Акјб ед - БЕА Оз ај со 44 со 1. 


За 21 с- 4 5 ша с- 5, додека за 22 -- 1 -5 4 -- 2. 
Коефициентот на правецот на тангентата на параболата е 
у сод 4. 

Затоа равенките на нормалата на параболата се: 


: во точката (4,5) коефициентот на правецот е у (4) -- 2-4 -- 4-4 
и равенката на тангентата е 


у-- 5 (е - 4) или по средување у -- Ах -- 11, 
додека равенката на нормалата е 
ц 


у- 5 -т(е-- 4) односно жу Ка - 24 -- 0; 


- во точката (1,2) коефициентот на правецот е 
у (1) - 2-1-- 4-- -2 иравенката на тангентата е 


у-- 2 -2(е-- 1) илиу-- -ах 4, 
а равенката на нормалата е 
у- 2 а(е- 1) односноду - а - 3-0. 


Пример 2. 


НИ 
НИ 


4 
Да се покаже дека тангентите на кривата “у -- 5 повлечени во 


точките на пресек со координатните оски се меѓусебно паралелни. 
РЕШЕНИЕ: 


Најпрво да ги најдеме точките на пресек со координатните оски. 


за точките на пресек со Ј -- оската важи “ с- 0, па затоа 


5 с0-а- 4-05 е со 4. Се доби дека пресечната точка со г -- 


оската е А(4,0). 


За точките на пресек со “/ -- оската важи 4; -- 0, па затоа 
0-- 


а. су ус 2 и пресечната точка со чу --оската е В(0.2). 


2 
(е 2)“ 


Изводот на кривата е гу -- 


Коефициентаот на правецот на тангентата во точката Ае 


И 


и 2 


оа ај 


1 
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додека во точката ре 


И 


и 2 1 


„0 (раја 


Овие два коефициенти на правци се еднакви што значи декаи 
тангентите во овие точки ќе бидат паралелни. 


Пример 3. 


Да се определат координатите на точките од кривата 


3 : 
ус дк“ За че 5х-- 9 во кои тангентата ќе поминува низ 
координатниот почеток. 


РЕШЕНИЕ: 


Координатите на точка која лежи на кривата се 
(ао,2ха " 13“ -Е Бхо -Е 9). Равенката на тангентата низ оваа точка е 


у-- (2х8 18а2 бо 9) -- К(е -- го), 


каде што 


ко (2х3 аа Бкд) "оо 


ОДНОСНО 

к -- бха - 26ао -- 5. 

Затоа равенката на тангентата ќе биде 

у-- (2х8 1За2 - бхо 9) -- (бха -- 2620 -- 5)(е -- го), 

која после средување има облик 

ус (бха - 2бао -5)а -- Ах - 1822 - 9. 

Треба да нагласиме дека координатниот почеток не лежи на кривата. 


УСЛОВ права да поминува низ координатниот почеток е нејзиниот 
слободен член да е еднаков на нула. Затоа во равеката на тангентата 
слободниот член треба да е нула, а тоа е условот 


Аха -- 1322 9-0, 
ИЛИ 
4х8 1да2-- 9-0. 


Оваа полином од третти ред за кој нема правило како се пресметуваат 
неговите нули. Но, ако полиномот има нула која е цел број, таа се 
содржи во слободниот член. Слободниот член е 9, а негови делители се 
броевите -Е1, -Е 3, -Е 9. Со проба испитуваме дали некој од овие шест 
боеви е решение на пономот од третти ред. За вредноста 20 -- --1 
добиваме дека е решение на полиномот бидејќи 


4(-1)8 з18(-1)2- 9-0. 


Со определување на едната нула го -- --1 на полиномот, полиномот го 
делиме со (20 -- 1) и добиваме 


(4ха 18а2 - 9) (то 1) -- (Ако -Е хо -- 9), 
и затоа 
4ха Зад -- 9 - (фо 1)(4Х2 - дхо -- 9). 


Нулите На пПоЛлИнНомот 


Едианоп: 
(го 1)(фе р9хо-- 9)--0 
се: 
фо се, 
ои ас еирањ 
а сЕВИЌ, 


каде што последните две вредности се добиени со решавање на 
2 
квадратната равенка Ххо -Е хо -- 9 -- 0. 


Ги пресметуваме и ординатите во овие точки: 

зато -1,уо -- 2(-1)8 ч 18(-1У2 5(-1) „9 -- 15, 

зато с -3,уо с 2(-3)8 ч 18(-8)2 - 5(-38) 9 -- 57, 

за го -- 3/4, џо -- 2(3/4)3 з- 18(3/4)2 ч- 5(3/4) ч- 9 -- 669/32. 


Решението на задачата е дека во трите точки А(--1,15), В(--3,57), 
С(8/4,669/32) кои лежат на кривата чу -- 2х" -- 132? - 5х - 9, 
тангентите поминуваат низ кординатниот почеток. 


Изводи и диференцијали од повисок ред 
Се дава постапка за пресметување на изводи и диференцијали од повисок ред. 
Изводи и диференцијали од повисок ред 


Најпрво ќе покажеме како се пресметува извод од повисок ред. 


Извод од повисок ред 


Знаеме дека функцијата може да биде зададена на повеќе различни начини, затоа посебно ќе 
се објасни како се пресметуваат изводите од повисок ред од експлицитна функција, од 
имплицитна функција и од функција зададена во параметарски облик. 


Функција во експлицитен облик 


Нека функцијата у -- Јј (г) е дифернцијабилна на интервалот (а) и нека нејзиниот прв 
изводеџ -- Ј (г). Првиот извод на функцијата / () во општ случај е функција од г и од 
него пак може да се бара извод по г. Изводот од првиот извод се нарекува втор извод на 
функцијата или извод од втор ред и се означува со 
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(Г(е)) СС Ј "(е)или(у) су". 


Аналогно, извод од вториот извод е трет извод, при што 


(7 (е)): Бо Ј (Ф) НЕЛИ („) су итн. 


Изводите од втор, трет и повисок ред под заедничко име се нарекуваат изводи од повисок 
ред. 


Пример 1. 

Да се пресмета у ако гу -- Ш(е Аа 1). 
Решение. 

Првиот извод е 


ус (кае ф мат) 


( ах 1 


/ 
КЕ 1 ) Ра 
гмад1 2/1 мМадт ? 


а вториот извод е 


Ени ни 
ака 1 -. заш .. ЕН 
7 Мат а (ед) Мат 


Пример 2. 

Да се докаже дека функцијата у -- сове“ -- 5те“ ја задоволува равенката у --у -уе“а -- 0. 
Решение. 

Се пресметуваат првиот и вториот извод: 

у с- -е"вште“ ј е"сове“, 

у с- -еѓвше“ -- еѓе"сове“ | е"сове“ -- еѓе"7вше“, 

и по средување 


22 2 


у с--еѓвше“ -е 2 


Хсозе“ -- е“сове“ -- е“Хујце“. 
Со замена на у,у 4 во равенката се добива 


Едианоп: 


ах ах 


22 2 . . 
у --у руеѓХ - -е“вше“ - едХсове“ | е“сове“ -- едХејце“ -- 
--(Се“вте“ | е"сове“) -- е?Х(сове“ -- зше“) -- 

2 2 


-е“ајте“ -- е“Хсове“ | е“созе“ -- е“Хаше“ | е7ае“ -- е"сове“ | 


-еѓХеове“ | еѓХајие“ -- 


што и требаше да се докаже. 


Се забележува дека редот на изводот се означува со римски цифри. Бидејки за произволен 
број п с ДЛ не постои соодветен репрезент со римска цифра, изводот на функцијата од п-ти 
ред се означува со 

Едианоп: 


т 
у) 
што значи дека редот на изводот може на се означи и со конкретен арапски број или со општ 


број, но тогаш бројот задолжително е во мали загради за да се разликува од ознаката за 
степен на функција. Затоа на пример, ознаки за изводите се 


(15) 


ис АЈО) ЦИ ЈО) ЈНУ ај) ан 


Пример 3. 
Да се пресмета |") за функцијата у -- хе“. 
Решение. 


Започнуваме со пресметување на изводите. Најпрво првиот извод 


, 


у со (хе“) се“) хе“, 


потоа вториот ИЗВОД 
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у ое“ јхе“ј" ое“ је" 4 хе“ оде“ ув“. 
третиот извод 
Џсо(де“ ке“) соодве 674 хеа соде" ув. 


Од претходно пресметаните изводи може да се претпостави дека и") ќе биде 
е) с- пе“ хе“. 


Дека тоа е точно, ќе треба да докажеме дека уб“) -- (п--1)е“ -- хе“. 


(8-1) ќе треба да го диференцираме у““) уште еднаш: 


за да се пресмета гу 
уб) Еј (у“)) е (пе“ - хе“) тате пе“ - е“ | хе“ - (а - 1)е“ -Е же“ 
и заклучуваме дека навистина 


уб) со (п је 1)е“ хе“, 


со што потврдивме дека претпоставката е точна (за дожување го користевме методот на 
математичка индукција). 


Функција во имплицитен облик 


Кога функцијата е зададена во имплицитен облик со равенка Е(2,у) -- 0, оваа имплицитна 
равенка ја диференцираме член по член по независно пременливата х, водејќи сметка дека 1) 
е функција, односно дека у -- (2). Изразот што се добива за првиот извод уште еднаш се 
диференцира и се изразува вториот извод. Постапката може и понатаму да продолжи со 
извод од вториот извод кога се добива извод од трет ред и т.н. 


Пример 4. 


22 ќ. 2 2 
Да се пресмета гу за функцијата “5-4 с- 1. 


Решение. 
иа Се 
Бидејќи у -- ка двете страни на оваа имплицитната равенка (равенка на елипса) ги 
диференцираме по г 
Едианоп: 


и се добива 


Едианоп: 
хо ду 
- 9 0 
а б2 
од каде 
, 2 
Шато 
Ако сега првиот извод го диференцираме уште еднаш 
Едианоп: 
а ,; а (фа 
срчЏ ЈрЕч ас ао 
ах ах Каѓу 
се добива 
Едианоп: 
ја 5, 4 (а 2 усау 5 иа (- ња ) фр наа 
У оа ЕЗ ау Кари 2 рите 42 


и со користење на релацијата а“у“ -- 625“ -- а?б? следува дека 


130. БА 
у ау“ 


Функција во параметарски облик 


Кога функцијата е зададена во параметарски облик преку равенките г -- г(Е),у -- у(Е),ќ-- 
параметар, вториот извод е извод од првиот извод по променливата 2. Бидејќи изводот е 
изразен преку параметарот, затоа целата постапка на диференцирање се изведува преку 


параметарот преку следната постапка 
Едианоп: 


" Фуј(чуу 4 ју а жју ау 
И СДК ЦЕЈ МЕЦ ар дека“ МЕК 


и конечно запишуваме дека 


ОМ 


у ЕЕ 


Пример 5. 
Да се пресмета вториот извод на функцијата г -- агсатѓ,у -- Ш(1 -- 42). 
Решение. 


Ги пресметуваме изводите по параметарот 


1 то ао. ѓ 


пика Ире речното 
ме? ГР (еу? 


и со нивна замена во изразот за втор извод се добива 
Едианоп: 


.. .. аз . 1 са . ќ 
„ФЕ ција“ уре га" (ера 


т: (ој 


и по средување 


Диференцијали од повисок ред 


За функцијата у -- Ј (2) диференцијалот се означуваше со 
Едианоп: 


и тој е пак некоја функција од г. Ако од диференцијалот побараме пак диференцијал се 
добива втор диференцијал 
Едианоп: 


Ау) - ау 


и од правилото за пресметување на диференцијал 
аЈај с- (Ј (е)ах) "ах “ај (е)(бк)“, 


Со користење на ознаката (ах)? сак се добива израз за втор диференцијал 
Едианоп: 


фу ј (так. 


Со аналогна постапка и се добиваат и диференцијалите од повисок ред: 
Едианоп: 


ау" (х)уах? 


аку -- јо) (г)х“. 


Пример 6. 
за функцијата у -- ваа диференцијалите од втор и трет ред се: 


у -- д8Шатсовт -- 5јаах -- ду - 5шадхах 


ус дсовах -5 фу с- дсовдхаке 
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с- -Дешадх -5 фду-- - ешдхак“. 


Лопиталово правило 

Се дава поедноставен облик на Лопиталово правило и негова примена во пресметување на 
гранична вредност на функција во некој облик на неопределонст кога тоа може да се примени. 
Методот е илустриран со примери. 


Лопиталово правило 


Лопиталовата теорема е позната под името Лопиталово правило и се користи за наоѓање на 
гранична вредност во некој од неопределените облици: 
Едиацоп: 


0 со 0 
сс ,0о -- оо,оо - 0,07,0о9,1“9, 
0 оо 


Лопиталово правило 


Ако ј(с) и д() се две непрекинати и диференцијабилни функции и ако 
Едиацоп: 


На ј(е) -- Втд(е) - 0 


аа 


ИЛИ 
Едиацоп: 


Ца ј(е) с Шод(г) кожа Мо ој 


аа 


, 


и ако постои ШО сс „, тогаш 
ха 9 (2) 


Едиацоп: 


је „го 
за 9(2) га 9 (г) 


Ова правило многу ја олеснува постапката на наоѓање гранична вредност на функција од 
неопределен облик. Правилото ке го илустрираме преку неколку примери. 


Пример 1. 


(тип на неопределеност “. ) 


0 
Едиацоп: 


ша 4 1 


ќапа . (капа) 


1-0 ДФ2 а-50 (г2) ј 1-0 2 1-0 2 Ш ле (2х) ст) 2 


Пример 2. 


(о.еј 
(тип на неопределеност -“. ) 


Едиацоп: 
„, ВисбеО оо  (ЗЕсовиј . сбх-5 .(бхк-- 5)" 6 
Ца ----г Ша се Ма -----ч Ца ----- чо Ца -- 
1-ујоо е“ -- 10 х-уроо (е“ чи 10) т-уроо е“ х-уроо (е“) 1-роо еѓ 
Пример 3. 


(тип на неопределеност оо -- оо) 


Задачите од овој тип се сведуваат под заеднички именител и ако е случај со неопределеност 
или “с- се применува Лопиталовото правило. 


Едиацоп: 
Ѓ 4 1 и 4-(ет2) 8 --Ф Еј нан: . ЗЦ 
са 4 еа) га а ама го 4 
Пример 4. 


(тип на неопределеност оо - 0) 


Задачите од овој тип неопределеност преку една од трансформациите 


- 1.0: 9 (ја ..1. .. со 
оо-0дсо 0 с- џ или оо 0 -- оо рена ре: 


се сведуваат на некоја од неопеделеностите : или “- кога единствено може да се примени 


Лопиталово правило. 


0 


0 


Едиацоп: 
2 2 ЕЈ 2 
Би Би ах ах 
Ши гѓе“-- Ца - Ка (е) -с Ка с - Ца ј с- Ца 
воо т-у-оо е“ то (е) т-у-оо -- е“ воо (е “) т-у-оо --е- 
Пример 5. 


(тип на неопределеност 09, оод,1“?) 


Задачите кои содржат некој од овие типови неопределеност се решаваат со претходно 


логаритмирање за да се доведат на некоја од неопределеностите 1 или “-. Мора да се води 


сметка дека вредноста добиена со логаритмирање не е границата, туку логаритам од границата и 
затоа треба да се антилогаритмира! 
Едиацоп: 


Ца (капа)ѓАт 


Ж-ут/2 


Оваа граница е од обликот оо? и затоа границата ја логаритмираме 
Едиацоп: 
Ш Ши (бапх)?Х т-- Ши Ш(бапе)ѓит -- Ша (2х-- л)шкаца -- (0- оо) с- 
а-ут/2 Ж-ут/2 Ж-ут/2 
ја ата. (22) ааа (ава) сјај Со отата га 
а-ут/2 тет со Ж-оут/2 („--) Ж-ут/2 ек 
ич Н (Хх-т)2 0. . (дх-т)ѓ а 2(2х-т) О.. 
Ш Аа ша. (9) те АА (шах) КАА 2содх 1 0. 


Бидејќи добивме 
Едиацоп: 


Та Ши (капа)? т- 
Ж-ут/2 


после антилогаритмирање следува дека 
Едиацоп: 
рани 550: 1 


Ца (ќапа 
Ж-оут/2 


Основни теореми на диференцијалното сметање 

Во испитување на функциите, како што е текот на функцијата и 
определување на стационите точки, од голема помош се теоремите на 
Дарбу, Рол, Лагранж и Коши кои се нарекуваат и основни теореми на 
диференцијалното сметање. 


Основни теореми на диференцијалното сметање 


Ќе наведеме неколку теореми за диференцијабилните функции кои 
имаат многу важна улога во нивното испитување. Овие теореми се 
користат за испитување на текот (растењето и опаѓањето) на 
функциите и за испитување на нивните локални екстреми и затоа се 
нарекуваат основни теореми на диференцијалното сметање. 


Првата теорема која следи е Теоремата на Дарбу. Оваа теорема 
искажува важна особина на изводот Д (г) кој се смета за функција. 


Теорема на Дарбу (ОакБоих, 1842-1917) 


Ако функцијата ј() има конечен извод на интервалот |а„б|, тогаш 
изводот ј (1) не може од вредноста 7 (а) да премине на вредноста 
7 (6), а да не ги прими сите вредности меѓу Ј (а) и Ј (6). 


Ке ги дефинираме поимите за локален минимум и локален максимум. 


Дефиниција за локален максимум 
Точката 2 -- го се нарекува точка на локален максимум ако 
постои околина на таа точка (20 -- е,го -Ее),е “0, во која 
вредноста на функцијата ј (со) -- Ј(с) г Озаг с (фо --е,то-Е е). 


Локален максимум 


Дефиниција за локален минимум 
Точката 2 -- го се нарекува точка на локален минимум ако 
постои околина на таа точка (0 -- Е,го -Е е), “: 0, во која 
вредноста на функцијата ј(Фо) -- Ј(с) с Озаг с (фо --е,то-Е е). 


Локален минимум 


Теорема на Ферма (Еегтаѓ, 1601,1665) 


Ако функцијата у -- Ј (2) е непрекината на |а,б| и диференцијабилна 
на (а,Џ) и ако таа има локален екстрем во точката го С (а„,б), тогаш 


На (Хо) (ј 


Доказ. За да ја докажеме точноста на теоремата на Ферма, се испитува 
закот на првиот извод на функцијата 1 () во околина на локалениот 
екстрем. 


Нека на пример во точката го функцијата ј() има локален минумум, 
тогаш на интервал лево од таа точка 2 С (до -- е,г0) за е “- О ќе важи 


тр--е сс ао Ј(ео-- е) г Ј(Фо), 
односно ќе важат неравенствата 
Ј(ео--е)-- Ј(жо) 2 Оие - 0. 


Ако се формира количникот од овие две неравенста и пресмета знакот 
на количникот се добива 


Ј(хо--е)-- Ј(хо) Ј(хо)-- Ј(фо--е) со 
ја 


? 0 или : СО, 


па и гранична вредност ќе ги има истиот знак со количникот 


Ј(го)-- Ј(фо--е) со 


и 2 


Шо 
е-50 е 


што од дефиницијата за извод означува дека на овој интервал 
ј (х) с О,те. лево од точката на локален минимум функцијата опаѓа. 


Сега ќе го испитаме знакот на првиот извод на функција на интервал 
десно од точката на локален минимум. На интервалот г с (20,20 -- е) 
исто така 


сос ао КЕ ст Ј(Фо) С Ј(ео Ге), 


односно за 
е Ос Ј(ео-е) "- Јо) 
и граничната вредност 


ја оке)- Јо) „0 
е-50 е РИ 
па затоа на овој интервал ј 2) г 0, те. десно од точката на локален 


минимум функцијата расте. 


Изводот во точката Ж -- го мора да биде ј (хо) -- 0, бидејќи изводот за 
да премине од негативна во позитивна вредност мора да ја достигне 
нулата (Теорема на Дарбу). 


Дефиниција за стационарна точка 
Точките за кои ј (2) -- О се нарекуваат стационарни точки. 


Геометриска интерпретација на Теоремата на 
Ферма 


Геометриската интерпретација на Теоремата на Ферма е ако 
функцијата има локален екстрем во точка во која таа е 
диференцијабилна, таа точка е стационарна и тангентата во таа точка е 
паралелна со г -- оската (Сл. 3). 


Условот ј (г) -- 0 е потребен за локален екстрем, што значи ако 
точката е локален екстерем таа мора да е и стационарна, додека 
обратното не важи, односно условот не е доволен бидејќи постојат 
стационарни точки кои не се локален екстрем. Таква е на пример 
функцијата у -- 23 за која првиот извод се анулира во точката г -- 0, а 
таа точка не е локален екстрем. 


Заклучок: Ако функција има локален минимум во точката Ж -- 20, ВО 
доволно мали интервали лево и десно од таа точка преминува од 
опаѓачка во растечка функција. Аналогно, ако точката е локален 
максимум, тогаш во доволно мали интервали лево и десно од таа точка 
функцијата преминува од растечка во опаѓачка. 


Теорема на Рол (Кое, 1652-1719) 


Ако функцијата ј(С) е непрекината на |а„б| и диференцијабилна на 
(а,б) и ако на краевите од интервалот има еднакви вредности 
ја) -- Ј(б), тогаш постои точка г0,(а “- го с- 6), таква што 


а (ао) а), 


Теоремата на Рол искажува дека ако на краевите од еден интервал 
вредностите на непрекинатата функцијата се еднакви, тогаш на тој 
интервал функцијата мора да има барем еден локален екстрем во кој 
тангентата ќе биде паралелна со г -- оската (Сл. 4). 


Геометриска интерпретација на Теоремата 
на Рол со еден локален екстрем 


Ако пак функцијата е константна, тогаш нејзиниот график на целиот 
интервал ке биде паралелен со г -- оската. 


Нагласено беше дека функцијата на дадениот интервал има барем една 
точка во која ќе има локален ектрем, што значи дека таа може да има и 
повеќе од една точка на локален екстрем (Сл. 5). 


Геометриска интерпретација на 
Теоремата на Рол со повеќе локални 


екстреми 


Теорема на Лагранж (Г аргапве, 1736-1813) 


Ако функцијата ј(г) е непрекината на |а„б| и диференцијабилна на 
(а„Џ), тогаш постои барем една точка г0,(а “- го -- б), таква што 


ј6)-- Ја) -- (6- а)ј (хо). 


Теоремата на Лагранж уште се нарекува и теорема за средна вредност 
и укажува дека во точката (20,1 (0)),(а “- го -- 6), тангентата на 
функцијата ќе биде паралелна со правата која ги сврзува точките 
(а„Ј(а)) и (6,/(6)) кои се на краевите од интервалот (Сл. б). 


Геометриска интерпретација на 
Теоремата на Лагранж 


Теоремата на Лагранж е поопшта од теоремата на Рол, бидејќи во 
специјален случај кога Јј(а) -- Ј (6), теоремата на Лагранж ја искажува 


теоремата на Рол. 


И во оваа теорема се нагласува дека посто барем една точка, што не 
значи дека е само една, туку може да постојат повеќе точки за кои ќе 
важи теоремата (Сл. 7). 


Воопштување на теремата на Лагранж е теоремата на Коши која се 
однесува за две функции. 


Теорема на Коши (Саисту, 1789-1857) 


Ако функциите ј(г) и д(г) се непрекинати на |а,б| и 
диференцијабилни на (а,б) и ако д (1) "А 0 за г с (а,Б), тогаш постои 
барем една точка г0,(а -- го -- 6), таква што 


Екстремни вредности на функција од една променлива 


Екстремни вредности на функција од една променлива 


Во Основни теореми на диференцијалното сметање воведени се 
поимите за локален екстрем. Така, функцијата у -- Ј() има локален 
минимум (максимум) во точката г: -- 20 ако вредноста Ј (0) е помала 
(поголема) од блиските вредности на функцијата кои и претходат или 
следуваат после оваа вредност на функцијата. 


за разлика од локалниот минимум (максимум) на функција, постои и 
апсолутен минимум (максимум), а тоа е најмалата (најголемата) 
вредност на функцијата која ја добива на целиот интервал на кој таа се 
разгледува. 


На Сл. 1 е прикажан графикот на функцијата ( (г) на затворениот 
интервал (а,б|. На овој интервал се испитуваат вредностите на 
функцијата во локалните екстреми и вредностите на функцијата на 
краевите од интервалот. Забележуваме дека функцијата има локален 
максимум во точката г -- д со вредност на функцијата /(9),а 
локалниот минимум е во точката г: -- е со вредност на функцијата Ј(е) 
. Вредностите на функцијата на краевите од интервалот се Ј(а) и 1 (6). 
Апсолутен минимум е најмалата вредност на функцијата од сите овие 
вредности, а тоа е локланиот минимум те. ј (е). Апсолутниот 
максимум е најголемата од сите вредности на функцијата, а во 
наведениот пример тоа е ј (а). Гледаме дека апсолутен екстрем може 
да се постигне или во локален екстрем или на еден од краевите на 
интервалот. 


Сл Л 


Вообичаено е локалниот ектрем да се нарекува само екстрем, затоа 
понатаму под поимот екстем ќе се подразбира локален екстрем. 


Во делот Основни теореми на диференцијалното сметање, со 
теоремата на Ферма е даден потребниот услов за постоење на екстрем 
во точката 20, а тоа е таа да биде стационарна точка, односно 

ј ао) -- 0. Секоја стацинорна точка не мора да биде точка на ектрем, 
тоа е потребен услов, а доволниот услов за екстем може да се спроведе 
преку две постапки: 


" со извод од прв ред преку испитување на интервалите на 
монотоност; 
" со извод од повисок ред. 


Постапка за испитување на екстрем преку првиот извод 


Оваа постапка го користи знакот на првиот извод за утврдување на 
монотоноста на функцијата на интервал, а се базира на теоремата 
Лагранж. 


За монотоноста (растењето и опаѓањето) на функцијата на итервалот 
(ар) ако важи: 


ј (е) -- 0, Уа е (а,Б) --- функцијата ј(г) е строго монотоно растечка; 


ј (е) с 0, се (а,Б) --- функцијата ј() е строго монотоно опаѓачка. 


Сл. 2. Растечка функција 


Навистина, ако на интервалот (а,6) функцијата расте, тогаш 

Мат,Хо С (а,р) и аа с- а со Ј(а1) с- Ј(22). Од теоремата на Лагранж 
следува дека постои точка го С (21,22) за која ќе важи 

Ј(ао) -- Ј(а) -- Ј (Фо)(22 -- 21). Бидејќи функцијата е растечка, 
знакот на ј (го) ќе биде ист со знакот на разликата Ј (12) -- Ј (11) -- 0, 
т.е. знакот е позитивен и затоа Ј (0) -- 0 кога функцијата расте (Сл. 
Ај 


Со аналогна постапка се покажува дека ако ( (20) “- 0, функцијата 
опаѓа (Сл. 3.). 


Сл. 3. Опаѓачка функција 


Овој факт ќе се примени во постапка за испитување на екстреми на 
функција ј (2) преку знакот првиот извод и таа постапка се одвива во 
следните чекори: 


1. Со решавање на равенката Ј (2) -- 0 по г: се добиваат 
стационарните точки. 


2. Секоја стационарна точка се подредува по својата вредност на 
бројната оска и со нив дефиниционата област се раздробува на 


таканаречени интервали на монотоност. Во секој од овие интервали 
изводната функцијата Ј (г) има постојан знак. 


3. Се определува знакот за Ј (г) во секој од овие интервали. 
Ако во околина на стационарната точка го, со зголемување на г: 


- знакот на Ј (г) се менува од -- во -- , функцијата / (1) има максимум 
во точката (20,7 (20)) (Сл. 4); 


Сл. 4. Максимум 


- знакот на Ј (2) се менува од - воч , функцијата ј (1) има минимум 
во точката (20,7 (20)) (Сл. 5); 


Сл. 5. Минимум 


- ако знакот на 7 (2) не се менува, функцијата нема екстрем во 
точката (0,/ (“о)) (Превојна точка, Сл. б). 


Сл. 6. Превој 


Пред да го изнесеме вториот начин на испитување на екстремите, ќе ја 
дефинираме закривеноста на лакот од графикот на кривата, односно 
неговата конвексност или конкавност. Овие поими се дефинираат во 
зависност од позицијата на точката на гледање на графикот и ако 
гледаме оддгоре надолу (од позитивниот дел на “ -- оската), следат 
дефиниции: 


Дефиниција 1. Функцијата ј (2) е конвексна (вдлабната) на 
интервалот (а,б) ако лакот на функцијата е над тангентата на кривата 
повлечена во било која точка од интервалот (Сл. 7). 


На интервалот на кој функцијата е конвексна, знакот на првиот извод 
се менува од -- во “, што значи дека првиот извод расте и затоа 
неговиот извод ќе биде позитивен. Извод од првиот извод е втор извод 
и критериум за конвексност на функција на даден интервал е 


(ој 50. 


Сл. 7 Конвексен лак 


Дефиниција 2. Функцијата Ј (2) е конкавна (испакната) на 
интервалот (а,б) ако лакот на функцијата е под тангентата на кривата 
повлечена во било која точка од интервалот (Сл. 8). 


Аналогно, на интервалот на кој функцијата е конкавна, знакот на 
првиот извод се менува од - во -, значи првиот извод се намалува и 
затоа неговиот извод ќе биде негативен, односно изводот од првиот 
извод т.е. вториот извод ќе биде негативен. Затоа критериум за 
конкавност на лак на функција на даден интервал е ј (а) с(. 


Сл. 8 Конкавен лак 


Но, што е со точките во кои ј (г) -- 0? 


Дефиниција 3. Точката се нарекува превојна точка ако во неа 
графикот преминува од конкавен во конвексен и обратно . 


На Сл. 1 превојни точки се: 

т -- евокоја Ј (с)--0,/ (се) - 0, 
т - ѓвокојај (4) - ОЈ (4) - 0, 
го Јвокоја ј (2) 0 (ду -0. 


Од дефиницијата за превојна точка произлегува дека во превојните 
точки графикот на функцијата ја менува закривеноста, односно во нив 
се менува знакот за вториот извод и затоа превојните точки се добиваат 
со решавање на равенката Ѓ (2) -- 0. Условот Ј (го) -- Ое потребен 
услов точката го да биде превојна, но не е доволен. 


Сега можеме да да ја прикажеме втората постапка за определување на 
ектрем на функција во која се користи вториот извод. 


Постапка за испитување на екстрем преку вториот извод 
Постапката се изведува преку следните чекори: 


1. се решава равенката Д (г) -- 0 која ги определува стационарните 
точки; 


На стационарната точка 2 -- 40 е: 


- точка на максимум ако Ј (го) “0, 


- точка на минимум ако Ј (го) “0, 


-акој (20) -- 0, потребни се дополнителни испитувања. 


Ехатр!е: 

Пример 1. 

За функцијата 1 с- ао но Та -- бх да се определат стационарните 
точки, интервалите на монотоност и екстремите преку првиот извод. 
Решение. 

а ) Стационарни точки 

Стационатните точки се определуваат од првиот извод на функцијата 
стане ав 

односно со решавање на равенката жу -- 0. Равенката 

тауе-б- 


има две решенија г1 -- --3З И 42 -- 2. Вредностите на функцијата во 
овие точки се 
у(--3) -- ЗС и (2) с- са“. и стационарните точки имаат координати: 


ЕЦИНне ПИЛА Нас ја 

6 ) Интервали на монотоност 

Со стационарните точки 1 -- --З и 2 -- 2, дефиниционата област на 
функцијата Г -- (--оо, -Е оо) се разделува на подинтервали т.н. 
интервали на монотоност во кои знакот на првиот извод е постојан. 
Интервалите на монотоност се: 

(с-оо, -- 3),(--3,2),(2, -Е оо). | 

За секој интервал поединечно се испитува знакот на г/. 

Така: 

На интервалот (--оо, -- 3), на пример за 

т-- -бу(-5)-- 25-5- 6-0. функцијата расте на овој 
интервал. 

На интервалот (-- 3,2), на пример за г -- 0у (0) -- -6 -- 0 -- 
функцијата опаѓа на овој интервал. 

На интервалот (2, -- оо), на пример за 

т- бу (5) -- 25-Е5-- 6-0 -5 функцијата расте на овој интервал. 
8) Екстреми 


Во околина на стационарната точка --3 функцијата на првиот извод го 
менува знакот од -Е во - , а тоа значи дека функцијата од растечка 
преминува во опаѓачка и затоа во 2: -- --3 функцијата има тах 
(максимум) и се означува тах(--3, ки и 

Во околина на стационарната точка 2 функцијата на првиот извод го 
менува знакот од -- во -Е, односно функцијата од опаѓачка преминува 
во растечка и затоа во г -- 2 функцијата има пип (минимум) и се 


означува ија(2,-т). 


Ехатр!е: 
Пример 2. 
Да се пресметаат екстремите на функцијата гу -- оо преку вториот 


извод и да се определат интервалите на конвексност/конкавност. 


Решение. Најпрво се пресметува првиот извод 
2 ка2)-2х(2х) 


(1-22 
и по средување 
и ааа 
Мт (Таг) 
Определување на стационарни точки: 
еа со ШееИЕЗАЕ ооаи се со бочни 
Добивме дека функцијата има две стационарни точки 1 -- --1,25 -- 1 
во кои вредноста на функцијата е 
у(--1) с чСЈ с-Јич()- ЗА. -- | и стационарните точки се 


(е Ге 1) И (: 
Го пресметуваме Вториот ИЗВОД: 


2 така) (2-аха2П чад) -Ахача?)Пад2- ах) 
И јето КЕЗија оа 
или по средување 
2 4х(а2- 3) 
снаа 
Според критериумот за утврдување на екстрем преку вториот извод: 
еј Сте со -- "0-5 га -- --1 еточка во која функцијата 


има минимум, те. ти(--1, - 1); 


АТ Ени, е и 
ОЦЕНИ и Ања 


максимум, те. тах(1,1). 

Забелешка. Во определувањето на екстремот преку вториот извод го 

испитуваме само знакот на вториот извод во стационарната точка, без 

да ја испитуваме неговата точна бројна вредност. 

Превојни точки: 
до. - 

ие ан до ќх(а2- 8) 0-5 ас Одд с- ИЗ. 

Со овие три точки дефиниционата област се раздробува на четири 

подинтервали, при што функцијата е: 

конвексна (1 -- 0) на интервалите (--4/3,0) и (/3, -- оо), 

конкавна (чу “- 0) на интервалите (--оо, -- 4/3) и (0,/3). 

Се забележува симетрија во конвексноста/конкавноста заради 

симетричноста на функцијата, односно таа е непарна функција. 


с О0О-џ а со 1 еточка во која функцијата има 


Ехатр!е: 
Пример 3. 
На интервалот (--1,2| да се определат најмата и најголемата вредност 
на функцијата у -- 4" -- бха хо 1. 
Решение. Од изводот 
у сс бке-- 2043 -- 15.2 
преку решавање на равенката 
у 0 бхе- 2048 1542 --0 
Ви (бе ко вјес 0 
се добиваат четири стационарни точки (првите две се исти) 
41/2 со (Ј 
48 с- ј 
24 с- 9. 
Во бараниот интервал (--1,2| припаѓаат стационарните точки 
г -- 0, -- 1, додека стационарната точка г -- 3 ѓ |--1,2|. Затоа 
понатаму ќе испитуваме екстреми само за стационатните точки Ж -- 0 
ЕЕ Иреесо И КА 
у с- 20|43- 6042 304, 


НЕА 


у (0) -- 0 --- ништо не можеме да кажеме за екстремот во 
стационарната точка г -- 0. 
у (1) - 20 -- 60 -- 30 с 0 -- точката г -- 1 е точка на максимум. 
Се пресметуваат вредностите на функцијата во екстремот и на 
краевите од интервалот: 
у(1)- 1-55 1 5-2, 

у(-1) сс -1-5- 51 5 -10, 

у(2) -- 328 -- 80-К40-1 -- --7. 

Од вредностите на функцијата ѓу -- 2,у -- --10,у -- --7 најголема е 
ус-- 2,а најмала е у -- --10. 

При тоа, најголемата вредност 2 се постигнува во локалниот 
максимум во точката г: -- 1, а најмалата вредност --10 е во почетната 
точна на интервалот (--1,2|, тево г -- --1. 


Примена на изводите во испитување и скицирање график на функција 
Се дава постапка по која со помош на изводите се испитува функцијата 
и потоа се скицира нејзиниот график. 


Примена на изводите во испитување и скицирање график 
на функција 


Под испитување на функција се подразбира низа од различни постапки 
кои се извршуваат со цел да се добијат информации за функцијата како 
што се: вредности за кои е дефинирана функцијата, пресечни точки на 
функцијата со координатните оски, дали функцијата е симетрична, 
дали има асимптоти, каде расте а каде опаѓа, дали има екстреми, 
превои. Овие испитувања беа прикажани во делот за Основни својства 
на функциите и сите овие испитувања водат кон добивање сознанија за 
особините на функцијата врз чија основа можеме да го скицираме 
графикот на функцијата. 


Затоа постапката за испитување на функцијата чу -- (2), а потоа и 
скицирање на нејзиниот график, вообичаено се спроведува преку 
следниве испитувања: 


1. ДЕФИНИЦИОНА ОБЛАСТ. Во зависност од обликот на 
функцијата Ј (2) се определува нејзината дефинициона област. 


2. НУЛИ. Се определуваат пресечните точки на функцијата со 
координатните оски. Пресечните точки со г -- оската се нарекуваат 
нули на функцијата и се добиваат од чу -- 0, односно преку решавање 
на равенката Ј() -- 0. Функцијта може да има една или повеќе нули, 
но може да нема ниту една. Освен овие нули, бидејќи ќе разгледуваме 
само еднозначни функции, ќе бараме и пресечна точка на функцијата 
со у -- оската (доколку ја има само една е) и тоа е точката (0,1 (0)). 


3. СИМЕТРИЧНОСТ. Се испитува и утврдува дали функцијата е 
парна, непарна или е ни парна ни непарна (можен е само еден од овие 
три случаи). Функцијата е парна ако /(--х) -- Ј(с) и графикот на 
функција е симетричен во однос на у -- оската. За непарната функција 
важи ј(--г) -- --Ј(с) и нејзиниот график е симетричен во однос на 


координатниот почеток. Кај парните и непарните функции освен што 
имаат симетричен график, исто така и нивната дефинициона област е 
симетрична. Третиот вид на функции се оние кои не се ниту парни 
ниту непарни и кај нив не постои симетрија ниту во графикот ниту во 
дефиниционата област. 


4. ПЕРИОДИЧНОСТТ. Доколку функцијата е периодична, се испитува 
колкав е нејзиниот период. Периодот " е најмалиот позитивен број за 
кој важи Ј(е -- ГТ) -- Ј(а). 


з. АСИМИПТОТИ. Постојат три вида асимптоти и тоа: вертикални, 

хоризонтални и коси и тие се определуваат преку гранични вредности. 

Вертикалните асимптоти се вертикални прави кои се во точките во кои 

функцијата не е дефинирана (има бескрајна вредност). Ако функцијата 
ШЕ) 


е дробно рационална од облик (еу? ТОГаш вертикалните асимптоти се 


добиваат преку решавање на равенката д(2) -- 0. Хоризонталната 
асимптота се добива преку границата Штп Ј(2) -- 6 и тогаш правата 
Ф--?-ГОО 


у -- бе хоризонтална асимптота. Косата асимптота е од облик 
у--Кх-тп,кадешток-- Ша Ја) ап Шт (Ј(Ф) - Кх). Во 
ф--?-ГОО 2 --?-ГОО 


делот за асимптоти нагласивме дека функција може да има една или 
повеќе вертикални асимптоти, а хоризонталната и косата асимптота 
взаемно се исклучуваат (може да постои само една од нив). 


6. ИСПИТУВАЊЕ СО ПРВ ИЗВОД. Се пресметува првиот извод на 
функцијата и се утврдуваат стационарните точки преку решавање на 
равенката ј (а) с- 0. Со стационарните точки се раздробува 
дефиниционата област и се формираат интервали на монотоност преку 
утврдување на знакот на првиот извод на секој од овие интервали. На 
интервалот на кој првиот извод е позитивен функцијата расте, а ако тој 
е негативен функцијата опаѓа. 


7. ИСПИТУВАЊЕ СО ВТОР ИЗВОД. Вториот извод Ј. (г) се 
пресметува и тој се користи за утврдување која стационарна точка е 
ектрем и каков е екстремот. Ако за стационарната точка го важи 

Тј КЕ) "0, во неа се постигнува минимум, а ако ј КЕ) с- Ово неа 


се постигнува максимум. Ако 7 (го) -- 0, преку интервалите на 
монотоност утврдуваме каква е стационарната точка. Со вториот извод 
преку решавање на равенката Ѓ (2) -- 0 се определуваат превојните 
точки, тоа се точки во кои функцијата си ја менува закривеноста. Со 
превојните точки се определуваат интервалите на конкавност и 
конвексност на функцијата. На интервал на кој 7": 0 функцијата е 
конвексна (вдлабната )аакој оо 0 функцијата е конкавна (испакната 


). 


8. ГРАФИК. По проследување на сите овие чекори во испитувањето на 
функција, може да се скицира нејзиниот график. Доколку сите 
испитувања се коректно спроведени и точно пресметани, сите 
елементи од испитувањето се вклопуваат во графикот на функцијата. 


Дел од наведените чекори во испитувањето на функцијата не мора да 
се спроведат по наведениот редослед, битно е само сите да се извршат 
за да се добијат информации за функцијата врз база на кои таа ќе може 
да се скицира. 


Пример 1. 


Е 2 
Да се испита и графички претстави функцијата 1 с- ма ! : 
Решение. 


1. Бидејќи функцијата е дробно рационална, потребно е именителот да 
биде различен од нула, те. Зх ЈА 0-5 г -Е Ои затоа 


ру (соод) и (0, од). 


2. Графикот не ја сече 2 -- оската затоа што функцијата за ниедна 

2 . 
вредност на г не е нула, те. ЗН -Е 0. Исто така графикот не ја сече 
у --оската бидејќи г -- 0 д Ј)ј. 


3. Проверуваме парност/непарност на функцијата. Се забележува дека 
функцијата е количник на парна и непарна функција, затоа таа е 
непарна. Навистина, 

За) за за. 
у(с-а) с рен СС ар --у(а) со функцијата е 


непарна. 
4. Функцијата не е периодична. 
5. Асимптоти: 


2 -- Ое вертикална асимптота; 


. 2 . 
Ши ЗЕЖЕ -- бо -5 функцијата нема хоризонтална асимптота; 
Ф--ОО 
Зха1 
Е- Би 2 изо Ца Зен СТ, 
т-оо т-оо ѓ т-убо Зк" 


коса асимптота. 


6. Се пресметува првиот извод: 


"  бках-(дх1)8. зи 


ут 9х2 Зх2 


Се определуваат стационарни точки: 


ИО  Резрар АА? едра безене јадеа 


Вредноста на функцијата во овие точки е: 


кран ајиЕЧАА ај 


Интервали на монотоност: 


Со двете стационарни точки формираме четири интервали на 


МОНОТОНОСТ ВО КОИ ГО испитуваме знакот на првиот ИЗВОД. Знакот на 
Зхе-1 
Зхе 
бидејќи именителот е квадрат и како таков тој е секогаш позитивен. 
Броителот е квадратна равенка и тој ќе биде негативен за вредности 
меѓу неговите нули (стационарните точки), а позитивен надвор од тој 


интервал. Затоа интервалите на монотоност се: 


Првиот ИЗВОД 1/ с- ќе зависи само од знакот на броителот, 


на (соо, -- за )у - 0-5 функцијата расте, 


на (- о)и с 0-5 функцијата опаѓа, 
чЗ : : 
на (0,-- Ју хс 0 функцијата опаѓа, 


на (8, ој оо)у т 0-5 функцијата расте. 


7. Го пресметуваме вториот извод: 


5. бхдх-(Зх-1)бх бхахѓ-Зхн) 2 
СМ 9х“ Ш 9х“ но ОДИ 


Знакот на вториот извод ќе зависи само од знакот на именителот, 
односно зат -- 0-5 со 0и затоа функцијата ќе има максимум за 
негативната стационарна точка, а за -0--у -:0и позитивната 
стационарна точка е минимум. Екстремите на функцијата се: шах 


(- “8 ко Ау | и (58,28). 


Функцијата нема превојни точки, у -А 0, а како утврдивме дека знакот 
нау е ист со знакот на г, за г с- О функцијата е конкавна, а за г - ( 
функцијата е конвексна. 


8. Графикот на функцијата е прикажан на Сл 1. 


Сл. 1. График на функцијата 


ШЕТА 
Џ с- Зх 


Пример 2. 

Да се испита и графички претстави функцијата у -- ст. 

Решение. 

1. ру -- (С-оо, -- оо) бидејќи именителот 1“ 1 4 0. 

2. Нула на функцијата е координатниот почеток О (0,0). 
са 


3. Функцијата е непарна, у(--2) -- а сни су). 


4. Функцијата не е приодична. 
5. Асимптоти: 


Нема верикална асимптота, функцијата е дефинирана за сите реални 
вредности. 


Ни 


Што 


Ж--- 0-5 правата -- 0е хоризонтална асимптота. 
т-уоо Ф“-ЕТ 


Функцијата нема коса асимптота бидејќи има хоризонтална асимптота. 


б. Прв ИЗВОД, стационарни точки и интервали на МоНотонНосТт: 


. Јуаѓ-адк . 1-аг 

увин (ан 

у Оче Оз 1 ад 0 зас 41 
1 1 

џ1) стр со За 
а и 

и) 


Стационарни точки се (С1, И 1) И (1,4). 

Бидејќи именителот на изводот е квадратна функција, тој е секогаш 
позитивен и знакот на изводот ќе зависи само од знакот на броителот. 
Во броителот квадратната функција 1 -- г“ е позитивна меѓу нулите 
(стационарните точки) а негативна на интервалите надвот од нив. 
Затоа интервалите на монотоност се: 


на (--оо,-- Ту с 0-5 функцијата опаѓа, 

на (-1,.41)у -- 0-5 функцијата расте, 

на (1, -оо)у сс 0-5 функцијата опаѓа. 

Веќе од интерваите на монотоност согледуваме дека во стационарната 
точка г -- --1 функцијата ќе има минимум, а во стационарната точка 


з -- 1 ќе има максимум, Што ќе го утврдиме и со вториот ИЗВОД. 


7. Втор извод, екстреми и превојни точки. 


зо аж(ал)д-(1--ад)2д(у2а)2х (ед) -2х(е2-Е1)--4х(1--г2)) 
Ус нус еу 


Му (е2-1)3 
Ми АМ. ње . 

а (е ите ст СО и Те точка на максимум. 
Оо“ .. ч2(-8) . ЕН ка а 

у (СТ)с уре сот е От а -1 е точка на минимум. 


Вредност на функцијата во екстремните точки: 
џО) сс соз 

џС) ер са 

и екстремеите се: 

тах(1,1), та (1, -- 1). 

Превои: 


ТО дж(ед 8) 0 оа Оф ИЗ се 


превојни точки. 


(0) с- 0, 
и м3) та кото 
УСЗ) сс 58. 


Превојните точки се со координати; 


у "0. 


(-миЗ,- 8)(0,0), 3,8). 
Интервали на конвексност/конкавност 
ге (соо,- мМЗ)-еу сс 0-5 конкавна (П), 


те (Смиа0)--у 50 -5 конвексна (Ј), 


ге (0,8) -- у" сс 0-5 конкавна (П), 
тс (МЗ, оо) то 0 -5 конвексна (ЏЈ). 


8. Врз основа на претходните испитувања, графикот на функцијата е 
прикажан на Сл. 2. 


НА 


Сл. 2. График на функцијата у -- -5-ј 


Пример 3. 


Ја 
“2-1 


Да се испита и графички претстави функцијата 1у с- 
Решение. 
1. Пу - (Соо,- 1)и(-14)и(, - оо). 


Функцијата не е дефинирана во точките г -- -Е1 бидејќи именителот 
42 -1-0-а со -1. 


2. Нула на функцијата е координатниот почеток О(0,0) и во неа 
графикот ги сече двете оски. 


Нулата е двократна и секогаш кога кратноста на нулата е од парен ред 
(двократна, четирикратнаи т. н.) таа е екстрем, а ако од непарен ред 
(еднократна, трократна, ...) графикот во неа ја сече г: -- оската. Затоа ќе 
очекуваме функцијата да има екстрем во координатниот почеток. 


3. Функцијата е парна, у(--2) -- ос с- у(2), и симетрична 


е во однос на у -- оската. 
4. Функцијата не е приодична. 
5. Асимптоти: 


Верикални асимптоти сег -- Јиг -- -1. 


го 


Што 


5 оа (е а правата ѓу -- Те хоризонтална асимптота. 
т-уоо Ф“--1 


Функцијата нема коса асимптота бидејќи има хоризонтална асимптота. 


б. Прв ИЗВОД, стационарни точки и интервали на МоНотонНосСТ: 


“ах ад ск 
усо (е 
у 0-5 „од дк-0-Фс-де стационарна точка. 


(а) 


у(0) с- 0 и координатите на стационарната точка се (0,0). 


тт воочуваме дека именителот е квадратна 


функција и затоа секогаш е позитивен, а знакот на изводот ќе зависи 
само од знакот на броителот. 


Од првиот извод с- 


Така,зат - 0--у -Оизат 0-5 с 0и интервалите на 
монотоност се: 


(с-оо, -- 1) функцијата расте, 
(--1,0) функцијата расте, 

на (0,1) функцијата опаѓа, 

(1, -Е оо) функцијата опаѓа. 


Од интервалите на монотоност согледуваме дека во стационарната 
точка г -- О функцијата ќе има максимум, а тоа ќе го потврдиме со 
вториот извод. 


7. Втор извод, екстреми и превојни точки. 


2 ааа 1)дудхо(е2-1)2х 2(е2-1)|-(е2--1)-4х2) 
“ ана (22--1)4 „|. (2--1)4 


) 2(3х2 1 
7 са 


у (0) -- -Е--д -5 ге -- 0 е точка на максимум, те. тах(0,0). 


у (Ф) ЈА 0 -5- функцијата нема превојни точки. 


Интервали на конвексност/конкавност: 


„, (8); 
Знакот на вториот извод гу -- сен ќе зависи само од знакот на 


изразот во именителот, бидејќи броителот секогаш е позитивен. 
те (соо, -1)-у 0-5 конвексна (ОЈ), 


ДЕ 


( 

те(-10)--у сс 0-5 конкавна (П), 
(0,1) --у 0-5 конкавна (П), 
( 


тс(,роо)чеу 0-5 конвексна (И). 


8. Врз основа на спроведените испитувања, графикот на функцијата е 
прикажан на Сл. 3. 


Сл. 3. График на функцијата 


сно МИ 
Го Ван 2-1 


